ISSN: 2175-5493

IX COLOQUIO DO MUSEU PEDAGOGICO
5 a 7 de outubro de 2011

ANALISE DOS ERROS COMETIDOS POR ALUNOS DE LICENCIATURA EM
MATEMATICA EM UMA QUESTAO DE ANALISE COMBINATORIA

Juliana Rodrigues Ferreira:
(UESB)

Roberta D’Angela Menduni Bortoloti-
(UESB)

RESUMO

Neste artigo trazemos dados parciais de uma pesquisa interinstitucional, realizada nas
quatro Universidades estaduais da Bahia (UESB, UEFS, UESC, UNEB) tendo como foco a
andlise de erros sobre o conteddo de analise combinatéria. A amostra é composta de 417
estudantes dos cursos de licenciatura em matemadtica, entretanto analisamos 135
resolucoes, de alunos da UNEB, campi Alagoinhas; Barreiras e Teixeira de Freitas e da
UESB, campus Vitéria da Conquista. Baseamos-nos nas autoras Cury (2008) e Pinto (2000)
que pesquisam sobre andlise de erros e, Morgado et al (1991), Pessoa e Borba (2010) para
um suporte tedrico sobre analise combinatéria. As principais dificuldades encontradas
foram: interpretar e resolver um problema de contagem utilizando a permutagdo, a
combinatoria ou o arranjo.
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INTRODUCAO

Este trabalho apresenta dados parciais da pesquisa interinstitucional
“Andlise dos erros cometidos por discentes de Cursos de Licenciatura em
Matematica das Universidades Estaduais Baianas - PAE” (BORTOLOTI et al, 2007),
desenvolvida nas quatro Universidades estaduais (UESB; UESC; UNEB; UEFS)80 que
oferecem o curso de matematica, com a colaborag¢do de professores destas quatro
Instituicdes de Ensino Superior - IES.

Na primeira fase, aplicamos o teste padrdo formado por 6 questdes que
versdo sobre os seguintes contetidos: Funcdo, Conjuntos, Geometria Plana e
Anadlise Combinatéria. A segunda fase foi a intervenc¢do, com a realizacdo de
oficinas e palestras para discutirmos as dificuldades e erros conceituais,
encontrados pela equipe no 12 teste e, a ultima fase, a aplicagdo do teste II para
avaliarmos o desempenho dos alunos p6s-intervencao.

Neste artigo discutiremos parte dos resultados referentes a 12 fase.
Analisaremos uma questdo sobre analise combinatdria aplicada no 12 teste.
Apresentaremos um panorama das estratégias de resolucdo dos alunos de quatro
campi: UNEB, os campi de Alagoinhas; Barreiras e Teixeira de Freitas e UESB,
campus de Vitéria da Conquista. Objetivamos pontuar se as dificuldades com
relacdo ao conteuido de andlise combinatéria, manifestada por eles por meio dos
erros cometidos, foram similares entre os campi.

Discutir as dificuldades apresentadas pelos alunos, é uma atividade de
fundamental importancia para a constru¢do do conhecimento. Utilizamos a analise
de erros, uma tendéncia em educacdo matemadtica, para verificarmos as

dificuldades e consequentemente alguns erros dos alunos sujeitos da pesquisa

80 UESB - Universidade Estadual do Sudoeste da Bahia; UESC - Universidade Estadual de Santa Cruz; UNEB -
Universidade do estado da Bahia e UEFS - Universidade Estadual de Feira de Santana.
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separando os tipos de erros em diferentes categorias, elaboradas pela equipe
executora da pesquisa. Para defendermos a idéia de que os erros podem ser
trabalhados como metodologia de ensino e de pesquisa nos baseamos em autores

como Cury (2008) e Pinto (2000).

Revisao Bibliografica

Nas palavras de Pinto (2000, p. 21) “o erro é o mais antigo elemento no
processo de ensino”. Foi através deles que grandes matematicos fizeram
belissimas descobertas. Foi errando e aprendendo que os mesmos construiram
essa ciéncia exata (a matematica), que hoje representa assombro para muitos
alunos.

Se os grandes matemadticos aproveitaram os erros para construir esta
ciéncia, entdo porque desconsidera-los na sala de aula? Porque dizer ao aluno que
erra “vocé ndo sabe o conteido”? E se aproveitarmos esses erros, ndo estaremos
ajudando esses alunos a superarem certas dificuldades?

Desta forma estaremos vencendo a idéia de que o erro precisa ser punido
ou eliminado no ensino da matematica. Como nos fala Pinto (2000, p.18)

estaremos rompendo com uma

[...] concepcdo de matemadtica excessivamente voltada para a
construcao de um conhecimento feito e estabelecido, com todo o
aparato de rigor e exatiddo de um conhecimento pronto para ser
utilizado, o erro constitui algo que deve ser eliminado e punido:
jamais analisado e tratado, pois representa a falha, o déficit, a
negacao, [...], a duvida, a incerteza, a incompletude; enfim, tudo
que uma ciéncia exata e rigorosa abomina em seu produto final.

Quando se discute o processo de ensino-aprendizagem, busca-se encontrar

a melhor forma do professor ensinar o contetido para que o aluno de fato
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apreenda-o. Cury acredita que “[...] analisar a producdo [escrita dos alunos] é uma
atividade que traz, para o professor e para os alunos, a possibilidade de entender
mais de perto como se da a apropriagdo do saber [..]” (2008, p.13). E
consequentemente como o erro se constituiu, pois o mesmo pode ser entendido
“como um conhecimento, é um saber que o aluno possui, construido de alguma
forma, e é necessario elaborar intervencdes didaticas que desestabilizem as
certezas, levando os estudantes a um questionamento sobre as suas respostas”
(CURY, 2008, p. 80). Se o professor tomar atitudes como esta de discutir os erros
cometidos pelos alunos com eles préprios, estara rompendo com a idéia de que o
erro deve ser punido. Assim, o trara para as intervengdes como um trampolim para
a aprendizagem.

Estaremos identificando e classificando os erros encontrados por nés nas
resolucdes dos sujeitos investigados no que diz respeito a uma parte do conteddo
de andlise combinatoéria, bem como apontando possiveis estratégias de ensino que
possam auxiliar alunos e professores a fim de evitar os erros por nés percebidos.

Segundo Pessoa e Borba a andlise combinatéria,

[...] nos permite quantificar conjuntos ou subconjuntos de objetos
ou de situagdes, selecionados a partir de um conjunto dado, ou
seja, a partir de determinadas férmulas, pode se saber quantos
elementos ou quantos eventos sdo possiveis em uma dada
situacdo, sem necessariamente ter que contd-los um a um.
(PESSOA; BORBA, 2010, p. 2)

Na concepcao de Morgado et al., a analise combinatéria é de um modo geral,
“a parte da matematica que analisa estruturas e relagdes discretas” (MORGADO et
al, 1991, p. 1). O assunto analise combinatdria, apesar de ser, segundo Pessoa e
Borba (2009), introduzido formalmente nas séries iniciais com problemas

multiplicativos, ndo é contetido de facil aprendizagem. Morgado et al (1991) no
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prefacio de seu livro “Andlise combinatéria e probabilidade” afirmam que a analise
combinatdéria “tem sido frequentemente indicada por professores do 22 grau como
sendo a parte da Matematica mais dificil de ensinar”.

Provas como o SAEB (Sistema de Avaliacao da Educac¢do Basica) e o ENADE
(Exame Nacional de Desempenho de Estudantes), que avaliam a educagdo
brasileira em diferentes niveis, exigem dos alunos habilidades referentes a esse
contetido. O descritor 32 do SAEB, diz que o aluno deve “Resolver problema de
contagem utilizando o principio multiplicativo ou no¢des de permutagdo simples
e/ou combinag¢do simples” (BRASIL, 2008, p. 79).

Em nosso estudo, verificamos uma grande dificuldade dos alunos em
solucionar um problema de andlise combinatéria. Entendemos que essas
dificuldades sdo trazidas da educacdo basica e que até o momento nao foram
sanadas. Talvez a dificuldade em um aluno aprender este conteido, esteja ligada ao
fato de professores tentarem fazer com que o aluno compreenda conceitos
prontos. Morgado et al (1991), afirmam que esta técnica pode criar no aluno a
impressdo de que a combinatéria é somente um jogo de formulas complicadas. Os

autores acreditam que,

[...] a solugdo de um problema combinatério exige quase sempre
engenhosidade e a compreensdo plena da situacdo descrita pelo
problema. Este é um dos encantos desta parte da matematica, em
que problemas faceis de enunciar revelam-se por vezes dificeis,
exigindo uma alta dose de criatividade para sua solucao.
(MORGADO et al, 1991, p. 2).

Cury (2004, p. 131) nos afirma que, “muitos professores (ou pais de
alunos!) pesam que é suficiente a realizacdo de extensas listas de exercicios

repetitivos, de acordo com um modelo, para que os estudantes se apossem dos
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conceitos [...]”, e nos alerta: “[...] Um treinamento, ainda que fixe certas rotinas, ndo

permitird ao aluno generalizar os procedimentos para outros contetuidos”.
Concentrar o ensino de matematica na aplicacao de férmulas sem explicar

os significados das mesmas, nado ira possibilitar uma discussao rica a respeito dos

caminhos percorridos para alcangar o aprendizado.

METODOLOGIA

Para identificar os alunos utilizamos os seguintes simbolos: as letras A, T, B
e V, identificam os alunos de Alagoinhas, Teixeira de Freitas, Barreiras e Vitoria da
Conquista respectivamente, a letra X para os estudantes do 12 semestre e a letra Y
para os alunos do 62, como também, um ndmero para diferenciar os alunos. Para
este trabalho analisamos as resolucdes de 137 alunos do 19 e 62 semestres, sendo,
30 de Alagoinhas, 21 de Barreiras, 34 de Teixeira de Freitas e 50 alunos de Vitéria
da Conquista.

A questao escolhida para ser discutida neste artigo possui o seguinte
enunciado: Trés estudantes chegaram juntos a uma cidade para participar de um
congresso e, ndo tendo feito reservas com antecedéncia, constataram que em cada
hotel poderiam ficar até dois estudantes. Sabendo que ha apenas quatro hotéis na
cidade, calcule o nimero maximo de possibilidades de hospedagem.

E interessante observar que para os alunos resolverem esta questdo
corretamente, eles precisariam notar duas possibilidades para hospedar os
estudantes: colocar um estudante em cada hotel e colocar dois estudantes em um
hotel e um no outro hotel.

Na primeira andlise das resolu¢cdes dos alunos, verificamos que entre os
sujeitos da pesquisa nesses campi ndo houve resolugdes corretas. Assim,

separamos as resolugdes erradas das ndo respondidas. Para as resolu¢des erradas

620



ISSN: 2175-5493

IX COLOQUIO DO MUSEU PEDAGOGICO
5 a 7 de outubro de 2011

elaboramos categorias de acordo os erros encontrado, criando assim, 5 grupos, que
sdo apresentados abaixo.

Esbogo das Categorias definidas para analise da 62 Questdo:

1° Grupo: Tentaram responder, sem sucesso, aos dois casos da resolugdo. Esses
dois casos se referem a alojar os estudantes: um por hotel e, dois em um hotel e o
32 estudante em outro hotel.

2° Grupo: Identificagdo de padrdes de contagem ou principio multiplicativo. Este
grupo pode ser exemplificado pelas estratégias:

12 estratégia: Apenas consideraram um estudante em cada hotel;

22 estratégia: Apenas consideraram dois estudantes em um hotel e um no outro
hotel;

32 estratégia: Apenas consideraram dois estudantes em cada hotel.

32 Grupo: Utilizaram como estratégia de solucdo a permutacao.

42 Grupo: Usaram férmula(s) de maneira errada(s). Sendo que estas féormulas se
referem a combinag¢do ou arranjo.

52 Grupo: Nao recorreram a conceitos referentes ao assunto Analise Combinatéria

(aqui entram as questdes como regra de 3, poténcia, uso das operacgdes, etc.).

RESULTADOS

Na primeira andlise que realizamos, tivemos por objetivos identificar e
quantificar as resolugdes corretas, erradas e ndo respondidas. Surpreendemo-nos
pelo fato de nenhum dos alunos, dos quatro campi analisados terem acertado a
questdo. Na tabela 1 apresentamos essa quantificacdo por campus e semestre, em

relacdo a 62 questao do teste padrao.

Tabela 1 - Quantificagdo das resolu¢des dos alunos da 62 questao do 12 Teste
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62 semestre

Total
Campus Acert Nao 62
o Erro Respondida
Alagoinhas 00 07 00 07
Barreiras 00 04 07 11

Teixeira de

Freitas 00 13 01

14

Vitéria da
Conquista
Total

00 11 02 13

00 35 10 45

No grafico abaixo, detalhamos a categoria: Resolucdes Erradas,
apresentando a porcentagem dos alunos que erraram esta questdo por grupo de

erros, destacados na pagina anteriormente.

Questao 6 — Teste Padrao: Categoria Resolugbes erradas

0,
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o
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Alagoinhas Barreiras Vitéria da Conquista Teixeira de Freitas

Percebemos que a maioria das resolucdes dos alunos se encaixou no 22
grupo e esta na terceira estratégia, conforme tabela abaixo:

Tabela II - Estratégias recorridas: 22 grupo das Resolu¢des Erradas

Campus 12 Estratégia 22 Estratégia 32 Estratégia
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Alagoinhas 01 03 05
Barreiras 01 03 05
Vit. Da Conquista 02 06 14
Teixeira de Freitas 02 05 07
Total 06 17 31

A 32 estratégia é a mais recorrida, e é também aquela em que a maioria dos
alunos considerou apenas dois estudantes em cada hotel. Escolhemos 7 resolucdes,
uma de cada grupo da categoria resolugdes erradas, para exemplificar as
dificuldades dos alunos que encontramos em nossa analise.

A resolucao feita pelo aluno T16X do campus de Teixeira de Freitas
exemplifica o 12 grupo das resolugdes erradas. Os alunos deste grupo foram os que
mais chegaram proximo da resolucdo correta. Porém, eles ndo conseguiram
enumerar todas as possibilidades. Este, por exemplo, enumerou apenas 16 das 60

formas possiveis de hospedar os estudantes.

Vs P ~ Y .
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Figural-T16X
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Na resolucao do aluno do campus de Alagoinhas A23X, verificamos que o
mesmo considerou apenas uma das possibilidades de dispor os estudantes nos
hotéis, colocando um estudante por hotel. Trata-se da 12 estratégia do 22 grupo,

em que mais 5 alunos da amostra em questdo, também recorreram para tentar

solucionar este problema.
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Figura Il - A23X

Observe na resolu¢do do aluno do campus de Barreiras B10Y, que o mesmo
recorreu a 22 estratégia do 22 grupo para tenta resolver a questdo. Este e mais 16

alunos dos 137 em estudo, notaram apenas a possibilidade de colocar dois

estudantes em um hotel e um no outro.
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Figura III - B10Y

Para exemplificar a 32 estratégia do 22 grupo escolhemos o aluno V13Y do
campus de Vitoria da Conquista. Este considerou apenas dois estudantes por hotel,

encontrando apenas 12 possibilidades.
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Figura IV - V3Y

Com relacdo ao 32 grupo, percebemos que 7 alunos fizeram uma
permutacdo para determinar o numero de possibilidades de hospedagem dos
estudantes. O aluno V21X, por exemplo, fez apenas 3! encontrando 6
possibilidades, mas nao explicou como chegou a essa conclusdo. Se ele tivesse
considerado 4! Ele teria acertado a 12 parte do problema. Segundo Pessoa e Borba
(2010, p.4) a permutagdo ocorre “[...] quando todos os elementos do conjunto
serdo usados cada um apenas uma vez (especificamente para os casos sem

repeticdo). A ordem dos elementos gera novas possibilidades [...]".
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FiguraV-V21X

Nenhum aluno de Barreiras e do 62 semestre de Teixeira de Freitas
recorreu a essa estratégia para resolver a questao.

Na amostra em estudo encontramos para o 42 grupo, 8 alunos que
utilizaram as férmulas de combinac¢do e arranjo, sendo nenhum destes do campus
de Barreiras. Para exemplificar, escolhemos o aluno A1Y do campus de Alagoinhas.
Observe que ele iniciou utilizando a férmula de arranjo corretamente, encontrando
assim 24 possibilidades para o caso de ficar um estudante por hotel. Porém, ele
ndo obteve sucesso na segunda parte da resolucao quando utilizou a férmula de

arranjo de forma incorreta.
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Figura VI - A1Y

Apresentaremos agora resolu¢des em que a solucdo foi recorrer a outros
tipos de contetidos, porém ndo tendo respaldo no assunto analise combinatoria,
explicando o que encontramos em relacdo ao 52 grupo. As maneiras de responder
foram recorrendo a potenciagdo, aluno V2X, do campus Vitéria da Conquista; e o

aluno V9X, também de Vitdria da Conquista, que recorreu a regra de trés.
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Figura VII - V2X
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Figura VIII - V9X
Outro tipo de resposta que chamou a nossa aten¢do foram os depoimentos
de alguns alunos, que afirmaram nunca terem estudado este conteido como, por

exemplo, o aluno T6X de Teixeira de Freitas.

Figura IX - T6X

CONCLUSOES

Podemos considerar que a grande dificuldade foi ndo perceber que para
resolver a questdo era necessario dividir o problema em duas partes e que se
poderia recorrer a maneiras diferentes em cada uma dessas partes, por exemplo:
para hospedar um estudante por hotel, poderiamos recorrer a permutacdo ou
arranjo e para colocar dois estudantes em um hotel e o 32 em outro hotel,

poderiamos recorrer ao arranjo e a combinacao.
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Em relacdo aos erros encontrados podemos dizer que os mesmos muito nos
preocupam. Apesar de ndo encontrarmos acertos, verificamos um nimero muito
pequeno de alunos que consideraram as duas estratégias. Identificamos alguns
erros como: aplicacdo das féormulas de arranjo e combinacdo em momentos
inadequados segundo o contexto da situacdo-problema ou na prépria escrita das
férmulas, confundindo arranjo com combinacdo; recorrer a assuntos que nao
fazem parte do conteddo andlise combinatéria, por exemplo: potenciacao, regra de
3. Verificamos que entre os campi obtivemos erros similares.

Importante observar que nossa pesquisa apresentou dados préximos ao
que as autoras Pessoa e Borba (2010) encontraram. Por exemplo: elas citam uma
pesquisa feita por Rocha 2007) com 17 licenciandos em matematica investigando a
aprendizagem sobre analise combinatdéria e relatam que de cinco questdes apenas
dois sujeitos acertaram 1 questao e um outro aluno acertou 2 questdes. Elas dizem
ainda: “Estes tinham dificuldades em definir ou exemplificar no¢bes basicas da
combinatéria (apenas 20% conseguiram enunciar corretamente o Principio
Multiplicativo ou as nog¢des de Arranjo ou Combinag¢do)”. (ROCHA, 2007 apud,
BORBA, et al, 2009, p. 7).

Outro item que se aproxima da nossa pesquisa, esperava-se que os alunos
do 62 semestre tivessem um desempenho maior que os alunos do 19 semestre,
assim como Pessoa e Borba (2010) esperavam que o desempenho dos alunos do
ensino médio fosse superior aos dos alunos do ensino fundamental: “[..] dos
alunos do ensino médio esperava-se um avango maior, pois se previa que o
possivel trabalho formal com a analise combinatéria ocorrida neste nivel de ensino
tivesse um impacto maior no desempenho” (p. 14)

Outra situacdo similar foi em relacao ao uso de férmulas, pois os estudantes
que tiveram suas respostas enquadradas no 42 grupo recorreram ao uso das

formulas de maneira incorreta.
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[...] ao se utilizarem de féormulas, alunos ainda o fazem de maneira
inadequada, demonstrando que o mesmo formalizando esse
ensino, talvez o trabalho ndo esteja ocorrendo de maneira
adequada, que deveria ajudar o aluno a pensar sobre a légica
implicita em cada significado de problema estudado [...]. (PESSOA;
BORBA, 2010, p. 14).

Outro ponto nos chamou atencdo. Essas autoras comprovaram em suas
pesquisas que a medida que os niveis de escolarizagdo aumentam o desempenho
também cresce. Porém, ndo podemos afirmar que isso ocorreu em nossa pesquisa
se compararmos o desempenho dos alunos de 12 com os de 62 semestre, pois além
dos erros serem comuns, as estratégias de solugdo sao muito parecidas mesmo em
diferentes cidades.

Em relacdo a possiveis estratégias de ensino para evitar esses erros e
dificuldades, recomendamos que os professores investiguem com seus alunos todo
o processo desenvolvido para chegar a resposta final, mesmo utilizando uma
formula. Que experimentem fazer outros registros como desenhos, arvores de
possibilidades, dramatizagdes para que possam entender como e por que
chegaram aquela resposta final, muitas vezes encontrada por meio da férmula. E
importante que o professor potencialize os erros que serdo cometidos ao tentarem
resolver os problemas e a partir deles, questione os alunos sobre seus raciocinios,
que desestabilize suas “certezas” fazendo com que percebam que o caminho nao é
0 que estao apresentando.

Em conformidade com Pessoa e Borba (2010, p. 20) dizemos que: “Destaca-
se a importancia de serem considerados em sala de aula os variados significados,
distintas relacdes e propriedades e diversificadas representacées simbélicas que
compdem as situagdes combinatérias [..], no sentido de auxiliar os alunos no

desenvolvimento desse raciocinio”.
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Isso se aplica também ao ensino superior, pois esses dados que
apresentamos se referem a futuros professores de matematica que estardo
ensinando esse conteudo. Necessitamos discutir nos cursos de formacdo de
professores sobre os erros e a avaliagdo em matematica. Conforme Cury (2008, p.
93): “Parece que cada erro cometido por um futuro professor de matematica é
apontado, é riscado em vermelho, e a ele se atribui alguma pontuacao negativa,
mas raramente ha tempo para voltar ao erro e partir dele para reconstruir algum
conhecimento”. Na tentativa de ajudar esses alunos que em breve estardao dentro
das salas de aula “ensinando” ou remediando, apresentamos a Analise de Erros
como metodologia de ensino e também de pesquisa, para auxiliar professores e
futuros professores de matemadtica, jA que no momento em que passamos a
discutir o erro, ele “dirige o olhar do professor para o contexto e para o processo
do conhecimento a ser construido. Avalia-se menos para punir e mais para

formar”. (PINTO, 2000, p. 12).
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